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漸化式 タイプ １２ はさみ打ちの原理と極限　

　　漸化式から一般項が類推できず、極限値を求めたいときに考えてみよう。

12.1　 a1 = 2 , an+1 =
1
an

+
an

2
(n = 1, 2, 3, · · ·) のとき、

　　数列 {an} は極限値
√

2 をもつことを示せ。

[解] (1)　 a1 = 2 , an+1 =
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2
· · · · · · 1©　　

　　 1©の両辺から √
2 を引くと
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√
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　　 1©から、次のことが推測できる。
　　　　 an >

√
2 · · · · · · 3©

　　これを数学的帰納法で証明する。

　 [1]　 n = 1 のとき、 a1 = 2 >
√

2
　　よって、n = 1 のとき、 3©は成り立つ。
　 [2]　 n = k(kは自然数)のとき、 3©が成り立つと仮定すると、ak >

√
2

　　これから、0 <

√
2

ak
< 1　　　　∴1 −

√
2

ak
> 0

　　よって、これと 2©から、ak+1 >
√

2 が成り立つ。
　 [3]　したがって、数学的帰納法によって、すべての自然数 n について 3©は成り立つ。
　　　　∴an >

√
2　 (n = 1, 2, 3, · · ·)

　　これから、0 <

√
2
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< 1　　∴0 < 1 −

√
2
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　　 2©から　　
∣∣∣an+1 −

√
2
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　　これと 4©から　　∴
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　　これに n = 1, 2, 3, · · · , n − 1 を代入して
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　　辺々掛けて整理すると

　　∴
∣∣∣an −

√
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2
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2
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　　これに、a1 = 2 を代入すると
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　　ここで、 lim
n→∞

(
1
2

)n−1

(2 −
√

2) = 0 であるから

　　　　 lim
n→∞

∣∣∣an −
√

2
∣∣∣ = 0　　　∴ lim

n→∞ an =
√
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