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　　　　　　　　　　第 1章　微分積分 I《 § 1 積分　 》 　　
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(1) t = x+
√
x2 − 1のとき,

dt

dx
を求めよ.

(2) 積分
∫

1√
x2 − 1

dxを, 上記の (1)のように, t = x+
√
x2 − 1とおいて、￥；tの関数の積分に置換

せよ.

(3) 不定積分
∫

1√
x2 − 1

dxを求めよ.

(お茶の水女子大)

《　ポイント 5　》 xと
√
ax2 + bx+ c (a > 0)の有理式の積分は,

t =
√
ax+

√
ax2 + bx+ cとおくと, tの有理式の積分になる. t =

√
ax+ (ax2 + bx+ c)

1
2 )より

dt

dx
=

√
a+

1

2
(ax2 + bx+ c)

1
2−1(ax2 + bx+ c)′ =

√
a+

1

2
(ax2 + bx+ c)−

1
2 (2ax+ b)

=
√
a+

1

2

1√
ax2 + bx+ c

(2ax+ b) =
√
a+

2ax+ b

2
√
ax2 + bx+ c

=
2
√
a
√
ax2 + bx+ c+ 2ax+ b

2
√
ax2 + bx+ c

=
2
√
a
√
ax2 + bx+ c+ 2(

√
a)2x+ b

2
√
ax2 + bx+ c

=
2
√
a
√
ax2 + bx+ c+ 2

√
ax+ b

2
√
2x2 + bx+ c

=
2
√
a(
√
ax2 + bx+ c+

√
ax) + b

2
√
ax2 + bx+ c

=
2
√
at+ b

2
√
ax2 + bx+ c

∴　
dt

dx
=

√
at+ b

2
√
ax2 + bx+ c

∴　
1

2
√
ax2 + bx+ c

dx =
1

2
√
at+ b

dt

1√
ax2 + bx+ c

dx =
1

√
at+ 1

2b
dt

∴　
∫

1√
ax2 + bx+ c

dx =

∫
1

√
at+ b

2

dt

=
1√
a

∫ √
a

√
at+ b

2

dt

=
1√
a
log

∣∣∣∣√at+
b

2

∣∣∣∣+ C

=
1√
a
log

∣∣∣∣√a
(√

ax+
√

ax2 + bx+ c
)
+

b

2

∣∣∣∣+ C

∴　
∫

1√
ax2 + bx+ c

dx =
1√
a
log

∣∣∣∣√a
(√

ax+
√

ax2 + bx+ c
)
+

b

2

∣∣∣∣+ C

【確認】a = 1, b = 0, c = −1のとき,

　　　　
∫

1√
x2 − 1

dx = log
∣∣∣x+

√
x2 − 1

∣∣∣+ C 　　が成り立つ.
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[解]

(1) t = x+
√
x2 − 1 = x+ (x2 − 1)

1
2 より,

dt

dx
= 1 +

1

2
(x2 − 1)−

1
2 · 2x.

dt

dx
= 1 +

1

2

2x√
x2 − 1

= 1 +
x√

x2 − 1
=

x+
√
x2 − 1√

x2 − 1

(2)

∫
1√

x2 − 1
dxにおいて, t = x+

√
x2 − 1とおくと,￥；

dt

dx
=

x+
√
x2 − 1√

x2 − 1
=

t√
x2 − 1

より,

1√
x2 − 1

dx =
1

t
dtだから,∫

1√
x2 − 1

dx =

∫
1

t
dt

(3)

∫
1√

x2 − 1
dx =

∫
1

t
dt

= log |t|+ C = log
∣∣∣x+

√
x2 − 1

∣∣∣+ C 　　 (C は積分定数)

【注】《　ポイント 5　》 の置換積分である. この結果を∫
dx√

x2 +A
= log

∣∣∣x+
√

x2 +A
∣∣∣+ C 　　 (C は積分定数)

と覚えておくとよい.
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